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Vorwort

Die Mathematik ist die Konigin
der Wissenschaften, und die Arithmetik ist
die Konigin der Mathematik.

C.F. Gauss

,»Gegenstand der elementaren Zahlentheorie sind in erster Linie die natiirlichen
Zahlen 1,2,3,.... Nach KRONECKER hat sie der liebe Gott geschaffen, nach
DEDEKIND der menschliche Geist. Das ist je nach Weltanschauung ein unlosba-
rer Widerspruch oder ein und dasselbe. Fiir die Zahlentheorie ist es gleichgiiltig,
wer die natiirlichen Zahlen geschaffen hat. Sie stellt sich auf den Standpunkt,
daf} sie jedenfalls da sind und uns wohlbekannt sind.“

Mit diesen eindrucksvollen Sitzen beginnt H. HASSE seine ,,Vorlesungen iiber
Zahlentheorie* [7]. Der von Hasse bezogene Standpunkt wird heute von nahezu
allen Autoren, die iiber Zahlentheorie schreiben, geteilt. Auch wir sehen es in
diesem Buch nicht als unsere Aufgabe an, den Begriff der natiirlichen Zahl
axiomatisch einzufithren, sondern setzen das Rechnen mit diesen Zahlen als
bekannt voraus.

Das unvergingliche Problem der Zahlentheorie ist das der Teilbarkeit:
Ist eine Zahl durch eine andere teilbar oder nicht?

Alle in diesem Buch behandelten Fragen sind Variationen dieses einen Themas.

Sdtze und Begriffsbildungen der elementaren Zahlentheorie, die seit alters her
auch héhere Arithmetik genannt wird, bediirfen kaum einer Motivierung. Jeder
Leser ist bereits vom Grundschul- und Gymnasialunterricht mit vielen Frage-
stellungen der Zahlentheorie (bewuft oder unbewuBt) wohlvertraut: Wir alle
haben schon groBe Zahlen in Primfaktoren zerlegt, Hauptnenner als kleinste
gemeinsame Vielfache bestimmt und irgendwann auch Divisionen mit Rest
durchgefiihrt. So ist es leicht und vielfach sogar tiberfliissig, den Leser noch
besonders fiir die Probleme des Textes zu motivieren.

Das vorliegende Buch umfaBt den Stoff einer vierstiindigen Vorlesung im Som-
mersemester. Es richtet sich an

— Dozenten und Studenten der Mathematik,

— Lehrer an Realschulen und Gymnasien,

— jeden, der sich fir ein weit liber dreitausend Jahre altes Teilgebiet der Ma-
thematik interessiert.

Der Leser lasse sich nicht durch die relative Linge des Textes irritieren: Wir
haben es vorgezogen, auch solche Begriffe, die an sich bekannt sind, noch einmal
zu besprechen. Insbesondere setzen wir beim Leser an Vorkenntnissen neben
- elementarem Schulstoff nur eine gewisse Vertrautheit mit der Mengenschreib-
weise voraus. Diese Ausfiihrlichkeit der Darstellung macht den Text auch zum



6 Vorwort

Selbststudium geeignet; hierzu tragen ebenfalls die Aufgaben am Ende eines
jeden Paragraphen bei, die den behandelten Stoff einiiben und vertiefen.

Wir haben uns bemiiht, das Wechselspiel zwischen konkretem und abstraktem
SchlieBen herauszustellen. Der Leser wird — je nach Veranlagung - konkretes
oder abstraktes Vorgehen besonders schitzen. Ein Werturteil, welcher Art von
Zahlentheorie der Vorrang gegeben werden muf, ist objektiv nicht méglich: Der
uralte Streit, welcher Zugang der didaktisch bessere ist, wird immer aufs neue
entflammen; er erscheint vielen Mathematikern heute ebenso unverstandlich wic
der Streit der Byzantiner tiber das Geschlecht der Engel.

Wir sehen uns aulerstande, dem Leser einen Kénigsweg zu beschreiben, der
unmittelbar zum Verstdndnis dieses Textes fithrt. Die von Didaktikern seit eh
und je diskutierte Frage: ,,Wie lernt man Mathematik 7 wird wohl allen Bemii-
hungen zum Trotz niemals eine allgemein zufriedenstellende Antwort finden. Die
Situation scheint immer noch dieselbe zu sein, wie fiir d’ALEMBERT, der einem
zweifelnden Anfinger gesagt haben soll: ,,Allez en avant, la {oi vous viendra*.*

Dem einen Leser wird das Verstindnis der Begriffe und Sétze vorrangig sein, und
er wird Beweise nicht bis in letzte Detail analysieren; dem anderen Leser wird
gerade das volle Erfassen der Beweise oberstes Ziel sein. Gut beraten ist natiir-
lich jeder, der sich diese beiden Gesichtspunkte gleichberechtigt zu eigen macht.

Wir haben ein ausfithrliches Inhaltsverzeichnis zusammengestellt, das aufgrund
seiner spezifizierten Untergliederung einen detaillierten Uberblick iiber den Ge-
samttext gibt. Auf einige Besonderheiten des Inhalts moéchten wir dennoch an
diescr Stelle hinweisen, so auf

diec Untersuchung der quadratischen Zahlbereiche Z[\/’/m] und Q[,/m], ins-
besondere der GauB3schen Zahlbereiche Z[i] und Q[i] und des Dedekindschen
Ringes Z[\/'L 3]

den g-adischen Algorithmus, der die Verallgemeinerung der wohlvertrauten
Dezimalbruchentwicklung fiir beliebige Grundzahlen g liefert,

die Verwendung des Satzes von FERMAT-EULER als Verschliisselungsverfahren.

AuBerdem haben wir mehr als sonst Gblich
— historische Bemerkungen

in den Text eingewoben.

Das Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die der dltere von uns mehrfach
gehalten hat. Wertvolle Hinweise erhielten wir von Herrn M. KOECHER. Bei
der Herstellung des Manuskriptes haben uns Frau U. PETERNELL und Herr
M. STeINSIEK unterstiitzt. Thnen gilt unser Dank.

Der Birkhiduser Verlag hat die Drucklegung des Textes mit bewihrter Sorgfalt
betreut.

*  Arbeiten Sie nur tiichtig, der Glaube wird thnen schon kommen.*



Vorwort 7

Wir schlieen diese einleitenden Bemerkungen mit jenen denkwiirdigen Sétzen,
die GAUSS 1847 Abhandlungen* schrieb:

,Die Hohere Arithmetik bietet einen unerschdpflichen Reichthum an interes-
santen Wahrheiten dar, und zwar an solchen, die nicht vereinzelt, sondern in in-
nigem Zusammenhange stehen, und immer neue, ja unerwartete Verkniipfungen
erkennen lassen, je weiter die Wissenschaft sich ausbildet. Ein grofer Theil ih-
rer Lehren gewinnt auch einen neuen Reiz durch die Eigenthiimlichkeit, daB3 ge-
wichtige Lehrsétze in einfach ausgeprigtem Inhalt uns leicht durch Induction zu-
gefiihrt werden, deren Begriindung doch so tief liegt, dal man erst nach vielen
vergeblichen Versuchen dazu gelangt, und dann meistens erst auf beschwerlichen
kiinstlichen Wegen, wihrend die einfacheren Methoden lange verborgen bleiben.
[...]

Von den eigenthiimlichen Schonheiten dieser Gebiete haben Alle sich angezogen
gefiihlt, die darin beschiftigt gewesen sind: keiner aber hat es wohl so oft ausge-
sprochen wie Euler, der namentlich in fast allen seinen zahlreichen, zur Hohe-
ren Arithmetik gehdrenden Aufsétzen die Erklarung wiederholt, wie viele Freude
ihm diese Forschungen machen, und wie sehr er darin eine Erholung von und eine
Starkung zu andern der unmittelbaren practischen Anwendung niher liegenden
Arbeiten finde.*

Miinster/Westf., 18. September 1986 R. REMMERT, P. ULLRICH

Vorwort zur 2. Auflage

Gegeniiber dem Erstdruck wurden nur Fehler und Unebenheiten beseitigt. Fiir
diesbeziigliche Hinweise danken wir insbesondere den Herren B. ARTMANN
(Darmstadt), W. GREVE-KRAMER (Gottingen), M. KNESER (Gdéttingen), M.
PETERS (Miinster), H. ROSCHLAU (Kappeln) und St. SPRINGMANN (Gottingen).

Miinster/Westf., 26. Januar 1995 R. REMMERT, P. ULLRICH

Vorwort zur 3. Auflage

Neben einigen Ergidnzungen wurden wieder Glittungen vorgenommen. Fiir Hin-
weise danken wir den Herren J. ELSTRODT (Miinster), M. KNESER (), H.
MOLLER (Miinster) und M. PETERS (Miinster).

Miinster/Westf. und Koblenz, 30. April 2007 R. REMMERT, P. ULLRICH

Lesehinweise

Ein Zitat 3.4.2 bedeutet Abschnitt 2 im Paragraphen 4 des Kapitels 3; entsprechend wird die
Aufgabe 2) zu Paragraph 4 in Kapitel 3 als ,,Aufgabe 3.4.2)* zitiert. Innerhalb eines Kapitels
wird die Kapitelnummer, innerhalb eines Paragraphen auch die Paragraphennummer weg-
gelassen. Die mit * gekennzeichneten Paragraphen bzw. Abschnitte konnen bei der ersten
Lektiire iibergangen werden.
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Kapitel 1
Primzerlegung in Z und @)

In diesem Kapitel wird Stoff dargestellt, der zum Teil aus dem Schulunterricht
bekannt ist. Insbesondere stellt der Paragraph O die dem Leser wohlvertrauten
Eigenschaften der natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen zusammen, die wir
im weiteren unbewiesen voraussetzen.

Den Schwerpunkt des Kapitels bildet der Paragraph 2, wo der Hauptsatz der
elementaren Zahlentheorie behandelt wird, d.h. der Satz von der eindeutigen
Darstellbarkeit jeder natiirlichen Zahl + 0 als Produkt von Primzahlen. Dieser
Satz wird im elementaren Rechenunterricht stillschweigend als richtig unter-
stellt, da auf jener Stufe ja iiberhaupt noch nicht von mathematischer Strenge die
Rede sein kann. Leider wird dadurch, wie die Erfahrung immer aufs neue lehrt,
bei manchem Leser der ganz unberechtigte Eindruck entstanden sein, daB dieser
Darstellungssatz unmittelbar einsichtig sei und keiner Begriindung bediirfe.
Es ist ein Hauptanliegen des ersten Kapitels, diesen irrigen Eindruck, der sich bei
vielen fiir immer festgesetzt hat, zu korrigieren.

Die Anwendungen des Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie, die in den
letzten beiden Paragraphen besprochen werden, demonstrieren dessen mathe-
matische Kraft. Die getroffene Auswahl ist naturgemaB willkiirlich: Der Leser
sollte vor allem ein Gefiihl dafiir bekommen, wie hiufig der Hauptsatz bei der
Losung von Fragen, die auch einem mathematischen Laien nahegebracht wer-
den koénnen, verwendet werden mul.

§ 0 Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

In diesem Paragraphen stellen wir fiir uns wichtige Tatsachen iiber natiirliche,
ganze und rationale Zahlen zusammen. Da unser Thema ,,Zahlentheorie“ und
nicht ,, Aufbau des Zahlensystems* heiBt, sind wir nicht an einer streng logischen
Begriindung des Zahlenbegriffs ab ovo interessiert. Vielmehr soll dieser Para-
graph dem Leser all jene Dinge in Erinnerung bringen, die er schon von der
Schule her kennt und die zu den allgemeinen mathematischen Grundkenntnis-
sen gehoren.

1. Der Ring Z der ganzen und der Kérper @) der rationalen Zahlen. Die
Zahlen 1,2,3, ... heiflen seit altersher natiirliche Zahlen. Wir vereinbaren, daB3
auch die Null eine natiirliche Zahl ist, und bezeichnen die so erweiterte Menge
mit N, also
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N:=1{0,1,2,3,...,1001,1002, ... }.

Da hiufig die Menge {1,2,3,...} aller von 0 verschiedenen natiirlichen Zahlen
betrachtet wird, ist es zweckmaiBig, auch fiir diese Menge ein Symbol einzufiith-
ren. Wir verabreden folgende Bezeichnung:

N*:={1,2,3,...}.
Es gilt also: N = {0} UIN". Die Menge N ist eine echte Teilmenge der Menge
Z:={...,—3-2,—-1,01,23,...}

aller ganzen Zahlen. Es gibt gute Griinde dafir, die zahlentheoretischen Unter-
suchungen sofort in Z (und nicht in N) durchzufiihren: Zum einen 148t sich in Z
uneingeschrinkt subtrahieren und daher einfacher rechnen als in N; zum anderen
ist fiir spitere Verallgemeinerungen Z und nicht N der richtige Ausgangsbereich.
Wir setzen das Rechnen mit ganzen Zahlen als bekannt voraus, stellen aber die
grundlegenden Rechenregeln in zwei Aussagen zusammen:

Additionsregeln: In Z gibt es eine Addition +, d.h. je zwei Elementen a,b € Z ist
ein (drittes) Element a + b € Z zugeordnet. Fiir alle a,b,c € Z gilt:

H@a+b+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz).
2Q)a+b=b+u (Kommutativgesetz).

3) Zu jedem Paar a,beZ gibt es genau ein x € Z mit x + b = a, man
schreibt x =a — b.

Der Leser beachte, daB3 die Aussage 3) i.a. nicht in N gilt, da a — b nicht
notwendig eine natiirliche Zahl ist: So gibt es z.B. kein x in N mit x + 4 = 3.
Man faBt die Additionsregeln zusammen, indem man sagt: Die Menge Z ist bzgl.
der Addition + eine kommutative Gruppe. Statt kommutative Gruppe sagt man
auch abelsche Gruppe (zu Fhren des norwegischen Mathematikers Niels Henrik
ABEL, 1802-1829).

Multiplikationsregeln: In Z gibt es eine Multiplikation -, d.h. je zwei Elementen
a,b e Z ist ein (drittes) Element a - b € Z zugeordnet. Fiir alle a,b,c € Z gilt:

HY(a-by-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz).
2)a-b=bh-u (Kommutativgesetz).
Ya+b)-c=ta-c)+(b-¢) (Distributivgesetz).
4 1-a=a.

Statt @ - b schreibt man auch einfach ab. Man faBit die Additionsregeln und die
Multiplikationsregeln dahin zusammen, dafl man sagt: Die Menge Z ist bzgl. der
Addition + und der Multiplikation - ein kommutativer Ring mit Einselement.
Eine wichtige Eigenschaft von Z ist die Nullteilerfreiheit : Aus ab = Omit a,be Z
folgt a = 0 oder b = 0 (in Worten: ein Produkt ist nur dann null, wenn wenigstens
ein Faktor null ist). Die Nullteilerfreiheit impliziert die
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Kiirzungsregel: Seien a,b,c € Z; es gelte ab = ac und a 0. Dann gilt: b = c.

Beweis: Aus ab = acfolgta(b — ¢) = 0. Wegen a + OmuB gelten b — ¢ = 0, d. h.
b=c [

Der Ring Z 148t sich erweitern zum Bereich Q der rationalen Zahlen
0,1, +2,+£5,£3,+5, +23, 4, +3,..}.

Jede rationale Zahl y gestattet (auf mannigfache Weise) eine Bruchdarstellung

y = g mit einem Zdhler a € Z und einem Nenner be Z, b + 0;

7

dabei gilt: Zwei rationale Zahlen y = 19,’ Y = % mit a,a,b,b’eZ,b+0,b +0,
sind genau dann gleich, wenn gilt ab’ = a'b.

Statt ,, rationale Zahl*“ sagen wir auch ,,Bruch“. Wir bezeichnen im folgenden
rationale Zahlen i.a. mit kleinen lateinischen Buchstaben und benutzen den

griechischen Buchstaben y vorwiegend dann, wenn die Zahl in einer Bruchdar-
stellung 7y = % mit a,b € Z gegeben wird.

Die Additionsregeln und die Multiplikationsregeln fiir Z gelten unveriandert fir
den Bereich Q; iiberdies gilt fiir @ auch die

Divisionsregel: Zu jedem Paar a,b e @Q mit b + 0 gibt es genau ein x € Q mit

bx = a; man schreibt x = b~ 'a oder auch x = g.
Beispiel: Fiir a =%, b = 3 ist x = 1%,
Die Additionsregeln, Multiplikationsregeln und die Divisionsregel beschreiben
erschopfend die Rechengesetze fir die vier elementaren Rechenoperationen der
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division im Zahlensystem @. Man
faBt sie wie folgt zusammen: Die Menge Q ist beziiglich der Addition + und der
Multiplikation - ein Kdrper.

Wir werden im Ring Z und im Kérper @ unbekiimmert und wie seit frither
Jugend gewohnt rechnen. Wir schreiben durchweg ab + cd statt (ab) + (cd).
Auch verwenden wir die gebrduchlichen Redeweisen wie Summe bzw. Differenz

bzw. Produkt bzw. Quotient fiir a + b bzw. a — b bzw. ab bzw. &,

Sind die rationalen Zahlen y, = %, Y, = %
sind 1 b,
+ a; b2 + a2b1 a, a,
NEVE s v =
b b, b, Y byb,

Bruchdarstellungen fiir Summe, Differenz und Produkt. Falls

. b
710, sogilta; #0, und y;'=2
a

in Bruchdarstellung vorgegeben, so

1
ist eine Bruchdarstellung des ,,Inversen von y, (Kehrwert).



16 Anordnung von Zund @ 1.0.2

Sind a,, ..., a, endlich viele Elemente aus @, so sind (auf Grund der Assoziativ-
gesetze) die endliche Summe a, + a, + ...+ a, und das endliche Produkt

a,a,- ... a, in Q wohldefiniert. Wir verwenden die bekannte Schreibweise
n n
Sa,=a,+...+a, Ila, =a,-...-q,
yv=1 v=1
n
fir Summe und Produkt. Falls a, =a, =...=a,=a,s0 gilt > a,=na und

n v=1
[T a, = a", wobei a°:= 1 gesetzt wird.
y=1

Wir erinnern an die

Summenformel der endlichen geometrischen Reihe: Fiir alle x € Q und alle natiir-
lichen Zahlen n = 1 gilt:

4+x+x>+-+x""H —x)=1-—x".

Der Beweis ergibt sich durch Ausmultiplizieren der linken Seite. (1

Wir machen stillschweigend Gebrauch von den Inklusionen

N eNcZc<Q.

2. Anordnung von Z und Q). Die Menge Z ist in natirlicher Weise angeord-
net:

e — 3 —-2<—-1<0<l<2<3---.

Man schreibt allgemein b < a und liest ,,b ist kleiner als a*, wenn b € Z in dieser
Zahlenreihe links von a e Z steht. (Das 148t sich auch so ausdriicken: Es gilt
b < a genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n <+ 0 gibt, so dal} gilt:
b + n = a.) Statt ,,b ist kleiner als a“ sagt man auch ,,a ist gréfler als b*, man
schreibt a > b anstelle von b < a. Wir werden vorwiegend mit der Relation >
arbeiten.

Die Anordnung von Z setzt sich zu einer Anordnung von @ fort: So ist z B.

’
)

1> 2. Allgemein gilt fiir zwei Zahlen y, y'e @ genau dann y > 7', wenn die
. . a . . -
Differenz y — " ein Bruch der Form b mit von 0 verschiedenen natiirlichen Zahlen

a, b ist. Wir stellen die fiir das Rechnen unerldBlichen Eigenschaften der Anord-
nungsrelation > zusammen, verzichten aber auch hier bewul3t auf eine strenge
Begriindung.

Anordnungsregeln: Seien a, b, c € Q.

1) Es gilt entweder a > b oder a = b oder b > a.
2} Aus a > b und b > ¢ folgt a > c (Transitivitdt).



